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6o                               ΓΡΑΦΙΚΗ   ΠΑΡΑ΢ΣΑ΢Η  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢ 

Καπηεζιανέρ   ζςνηεηαγμένερ 

  Πάλω ζε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε δπν θάζεηνπο άμνλεο x’x, y’y πνπ ηέκλνληαη ζην ζεκείν Ο (αξρή ηωλ   

αμόλωλ). Ο άμνλαο x’x ιέγεηαη άμνλαο ηεηκεκέλωλ ή άμνλαο ηωλ x θαη ν άμνλαο y’y ιέγεηαη άμνλαο ηωλ 

ηεηαγκέλωλ ή άμνλαο ηωλ y.  

  Γηα θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε έλα δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α,β) 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ (κνλαδηθό)  θαη αληηζηξόθωο ζε θάζε δεύγνο (α,β) αληηζηνηρεί κνλαδηθό ζεκείν Μ 

ζην επίπεδν. 

                                                                         Οη αξηζκνί α,β ιέγνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ 

                                                                      α ηεηκεκέλε, β ηεηαγκέλε θαη ζπκβνιίδνπκε Μ(α,β). 

                                                                    Τν ζύζηεκα ηωλ αμόλωλ ιέγεηαη θαξηεζηαλό ζύζηεκα                      

αμόλωλ θαη ζπκβνιίδεηαη Οxy ελώ ην επίπεδν πάλω ζην                                                                

βξίζθεηαη ιέγεηαη θαξηεζηαλό επίπεδν. 

 Αλ νη άμνλεο έρνπλ κνλάδεο κε ίδην κήθνο ηόηε 

ιέγεηαη νξζνθαλνληθό. 

                                                                    

 

 

 ΢σόλιο 

α)  Κάζε ζεκείν πνπ βξίζθεηαη πάλω ζηνλ άμνλα x’x έρεη  ηεηαγκέλε 0 θαη ε κνξθή ηνπ είλαη (x,0). 

β)  Κάζε ζεκείν πνπ βξίζθεηαη πάλω ζηνλ άμνλα y’y έρεη  ηεηκεκέλε 0 θαη ε κνξθή ηνπ είλαη (0,y). 

γ)  Οη άμνλεο x’x θαη y’y ρωξίδνπλ ην θαξηεζηαλό επίπεδν ζε ηέζζεξα ηεηαξηεκόξηα. 

              ↑  y                  

2o     x<0        1o         x>0 

        y>0      O       y>0            

x’                             x    

3o    x<0         4o        x>0 

       y<0                y<0        

                      y’ 

   ΢ςμμεηπία ζημείος ζηο καπηεζιανό επίπεδο 

● Γίλεηαη έλα ζεκείν Α(α,β) ζην ζύζηεκα αμόλωλ Οxy 
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● To ζπκκεηξηθό ηνπ Α ωο πξνο ηνλ άμνλα ηωλ x’x είλαη ην ζεκείν Β(α,-β), δειαδή έρεη ίδηα ηεηκεκέλε θαη  

αααληίζεηε ηεηαγκέλε. 

● To ζπκκεηξηθό ηνπ Α ωο πξνο ηνλ άμνλα ηωλ y’y είλαη ην ζεκείν Γ(-α,β), δειαδή έρεη ίδηα ηεηαγκέλε θαη  

αααληίζεηε ηεηκεκέλε. 

● To ζπκκεηξηθό ηνπ Α ωο πξνο ην θέληξν Ο  είλαη ην ζεκείν Γ(-α,-β), δειαδή έρεη αληίζεηε ηεηαγκέλε θαη  

αααληίζεηε ηεηκεκέλε. 

● To ζπκκεηξηθό ηνπ Α ωο πξνο ηε 1ε  δηρνηόκν ηωλ αμόλωλ  είλαη ην ζεκείν Δ(β,α), δειαδή έρνπκε  

αιιαγή ζηε ζεηξά ηωλ ζπληεηαγκέλωλ ηνπ Α. 

                      y                                                                      y     .Δ(β,α)    

  .Γ(-α,β)             . A(α,β)                                                                 . Α(α,β) 

x’                                 x                               x’                 O                              x   

 .Γ(-α,-β)             . Β(α,-β)                            ε:y=x                                           

 

                      y’                                                                      y’ 

 Απόζηαζη ζημείων 

         y2                      B.        Γίλνληαη δπν ζεκεία Α(x1,y1), B(x2,y2). Σρεκαηίδω ην νξζνγώλην ηξίγωλν                   

                                            ΑΒΚ. Έρνπκε (ΑΚ) = |x2-x1| θαη (ΒΚ)= |y2-y1|, από ππζαγόξεην ζεώξεκα  

         y1             A.          K      ζην ηξίγωλν ΑΒΚ έρνπκε  (ΑΒ)2 = (ΑΚ)2 + (ΒΚ)2  ή  (ΑΒ)2 = (x2 - x1)
2 + 

                            x1         x2            + ( y2 - y1)
2  άξα   (ΑΒ) =  (x2 − x1)2 + (y2−y1)2 

 

 Ειδικέρ Πεπιπηώζειρ 

α)   Αλ ην ηκήκα ΑΒ είλαη παξάιιειν ζηνλ άμνλα x’x,  ηόηε (ΑΒ) = |x2 - x1|  Σρήκα 1. 

β)   Αλ ην ηκήκα ΑΒ είλαη παξάιιειν ζηνλ άμνλα y’y,  ηόηε (ΑΒ) =  |y2 - y1|  Σρήκα 2. 

                 y                                                        y2  ....   B    

                                                                                                      

                   A               B                                     y1          A 

x’                 x1                        x2      x                   x’                                                         x         

                    y’  

           Σρήκα 1                                                  Σρήκα 2 

π.x. Γίλνληαη ηα ζεκεία Α(3,1), Β(3,5), Γ(-1,1) ηα νπνία είλαη νη θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. Να βξεζνύλ ηα         

ααακήθε ηωλ  πιεπξώλ ηνπ θαη ην είδνο ηνπ ηξηγώλνπ.  
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Λύζε 

Έρνπκε  (ΑΒ) =  (3 − 3)2 + (5 − 1)2 =  42 = 4,  (ΑΓ) =  (−1 − 3)2 + (1 − 1)2 =  42 = 4 

(ΒΓ) =  (−1 − 3)2 + (1 − 5)2 =  42 + 42 = 4 2 

Παξαηεξώ όηη (ΑΒ) = (ΑΓ) θαη (ΑΒ)2 + (ΑΓ)2= (ΒΓ)2  δειαδή ην ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην ηζνζθειέο ηξίγωλν. 

 Εξίζωζη κύκλος 

Γίλεηαη θύθινο C κε θέληξν ην ζεκείν  Ο(αξρή ηωλ αμόλωλ) θαη αθηίλα ξ. Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε ζεκείν 

Μ(x,y) πνπ αλήθεη ζην θύθιν ηζρύεη:  x2+y2 = ξ2                                                          y 

Aπόδειξη                                                                                         

Έζηω Μ(x,y) ηπραίν ζεκείν ηνπ θύθινπ. Τόηε (ΟΜ) = ξ                                                                   M(x,y)                                                                                        

δειαδή  (𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 0)2 = ξ     άξα                                                      ξ    

x2 + y2 = ξ2                                         x’                                   x 

Δπνκέλωο ην ζεκείν Μ(x,y) ηθαλνπνηεί ηελ εμίζωζε  

C: x2 + y2 = ξ2.  (1)    

                                                                                                                      y’ 

Γειαδή νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ θύθινπ ηθαλνπνηεί ηελ εμίζωζε (1) θαη αληίζηξνθα αλ νη ζπληεηαγκέλεο  

θάπνηνπ ζεκείνπ Μ(x,y)  ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε (1) ηόηε ην ζεκείν Μ αλήθεη πάλω ζην θύθιν. 

Μοναδιαίορ Κύκλορ: Έρεη θέληξν ην ζεκείν Ο(0,0) θαη αθηίλα ξ = 1 

 Γπαθική Παπάζηαζη ΢ςνάπηηζηρ 

Έζηω  f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν Α θαη Οxy έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ζην επίπεδν. 

Τν ζύλνιν ηωλ ζεκείωλ ηεο κνξθήο Μ(x,f(x)) ιέγεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f θαη 

ζπκβνιίδεηαη ζπλήζωο κε Cf. H εμίζωζε ηεο γξακκήο Cf είλαη ε y = f(x).  

΢σόλιο 

Δπεηδή ζε θάζε x∈A αληηζηνηρεί κνλαδηθό y∈ ℝ, δελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε 

ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. Απηό ζεκαίλεη όηη θάζε θαηαθόξπθε επζεία ηέκλεη ηε Cf ην πνιύ κηα θνξά. 

π.x.       ε 

            C                                           H γξακκή C δελ απνηειεί γξαθηθή 

                                                         παξάζηαζε ζπλάξηεζεο δηόηη ε θαηαθόξπθε 

                                                         επζεία ε ηελ ηέκλεη δπν θνξέο         
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π.x.     ε     H γξακκή C  απνηειεί γξαθηθή παξάζηαζε 

                             C                           ζπλάξηεζεο δηόηη θάζε θαηαθόξπθε επζεία 

                                                          ε ηελ ηέκλεη  ην πνιύ  κηα θνξά.                

 

 

 

 

 ΢σέζη ηων γπαθικών παπαζηάζεων ηων ζςναπηήζεων f και -f 

Όηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f, κπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε θαη ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο – f, παίξλνληαο  ηε ζπκκεηξηθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ωο πξνο ηνλ 

άμνλα x’x. H γξαθηθή παξάζηαζε ηεο – f απνηειείηαη από ηα ζεκεία ηεο κνξθήο Μ(x,-f(x)). 

Oη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ f θαη – f             Cf                             y 

αλ έρνπλ  θνηλά ζεκεία, ηόηε βξίζθνληαη πάλω 

ζηνλ άμνλα x’x.                                                          x’             x        

                         

                                                                                  C –f 

                   y’ 

Παπαηηπήζειρ 

 Πωρ βπίζκοςμε πος ηέμνει μια γπαμμή C ηοςρ άξονερ x’x, y’y 

●  Γηα ηνλ άμνλα  x’x ηα ζεκεία ηνκήο βξίζθνληαη από ηηο ιύζεηο ηεο εμίζωζεο  f(x) = 0 

● Γηα  ηνλ άμνλα y’y βξίζθω ηελ ηηκή f(0) (Aλ ν αξηζκόο 0 αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ  Α) 

 Πωρ βπίζκοςμε πος ηέμνονηαι οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ δςο ζςναπηηζεων f, g  

Λύλνληαο ηελ εμίζωζε f(x) = g(x),  κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο ηηκέο ηνπ x. Kαηόπηλ ζε κηα από ηηο δπν 

ζπλαξηήζεηο αλ αληηθαηαζηήζνπκε απηέο ηηο ηηκέο,  ζα βξνύκε θαη ηηο ηηκέο ηνπ y. 

 Πωρ βπίζκοςμε ηιρ ηιμερ ηος x για ηιρ οποίερ η γπαθική παπάζηαζη ηηρ f βπίζκεηαι πάνω από 

ηον άξονα x’x (ομοίωρ κάηω) 

Λύλνληαο ηελ αλίζωζε f(x) > 0 βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο βξίζθεηαη πάλω από ηνλ άμνλα x’x ( Οκνίωο f(x) > 0 γηα θάηω από ηνλ x’x). 
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 Πωρ βπίζκοςμε ηιρ ηιμέρ ηος x για ηιρ οποίερ η γπαθική παπάζηαζη ηηρ f βπίζκεηαι πάνω από 

γπαθική παπάζηαζη ηηρ g (ομοίωρ κάηω) 

Λύλνληαο ηελ αλίζωζε f(x) > g(x)  βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο f βξίζθεηαη πάλω από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  g ( Οκνίωο f(x) < g(x)  0 γηα 

θάηω). 

Αζκήζειρ 

Α ομάδα 

1. Γίλνληαη ηα ζεκεία Α(-3,-4) θαη Β(9,5). Να βξεζεί ε απόζηαζε (ΑΒ) 

2. Γίλεηαη ην ζεκείν  Μ(-4,5). Να βξείηε ην ζπκκεηξηθό ηνπ ωο πξνο: 

i) x’x      ii)   y’y              iii)    ην θέληξν Ο(0,0)              iv) 1ε δηρνηόκν ηωλ αμόλωλ 

3. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηωλ θ, ι αλ ηα ζεκεία Α(θ-2,ι+4), Β(4+θ,2ι+6) είλαη ζπκκεηξηθά ωο πξνο ην 

ζεκείν Ο(0,0). 

4. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηωλ θ, ι αλ ηα ζεκεία Α(θ+ι,8), Β(ι-3,4)  είλαη ζπκκεηξηθά ωο πξνο ηε  1ε  

ααδηρνηόκν ηωλ αμόλωλ 

5. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ θ ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = 
x2+4x+θ

x2+1
 λα δηέξρεηαη από    

ααην ζεκείν Α(1,2).  

6. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f(x) = x2-6x+5 κε ηνπο άμνλεο. 

7. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f, κε ηύπν  

   f(x) = - x2 + 4x -3, βξίζθεηαη θάηω από ηνλ άμνλα x’x. 

8. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, g κε ηύπνπο f(x) = x2  θαη g(x) = 2ιx + ι. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι, ώζηε νη 

γξγξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο  λα ηέκλνληαη ζε δπν ζεκεία. 

9. Γίλεηαη ζπλάξηεζε κε ηύπν f(x) = x2 – (α+β)x + αβ 

    i) Nα βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηνλ άμνλα x’x 

    ii) Aλ θ = 
α+2β

3
 λα δείμεηε όηη ην ζεκείν Α(θ,f(θ)) βξίζθεηαη θάηω από ηνλ άμνλα x’x 

10. Να βξεζνύλ ηα ζεκεία ηνκήο ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ ζπλαξηήζεωλ f, g κε ηύπνπο  

      f(x) = x3, g(x) = 4x 

11. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν f(x) = |x| +2. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή ηεο 

aaa παξάζηαζε βξίζθεηαη πάλω από ηελ επζεία κε εμίζωζε  ε:y=4. 

12. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ f, g λα έρνπλ έλα θνηλό ααα 

αααζεκείν κε f(x) = x2  θαη g(x) = - x2 +2x+ι. 
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  13. Να βξείηε ηα ζεκεία ζηα νπνία νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ παξαθάηω  ζπλαξηήζεωλ ηέκλνπλ ηνπο 

ααααάμνλεο:  

       i)  g(x) = x4 – 5x2 + 4             ii)  f(x) = |x-3| + x-5                 iii) h(x) = x5 – 16x 

       iv) k(x) = x2 – 6|x| + 5              v) b(x) = (x3-8)|x+1|                   vi) q(x) = (|x-2| - 4)( x - 1) 

14. Nα βξείηε ηα δηαζηήκαηα ηνπ x, ζηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f βξίζθεηαη πάλω από ηε γξαθηθή 

αααπαξάζηαζε ηεο g αλ   f(x) = x2 + 4x - 6   θαη   g(x) = - x2-2x+15 

15. Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ παξαθάηω ζπλαξηήζεωλ f(x)= - x2-1 θαη g(x) = x2020+2020 

αααδελ έρνπλ θνηλά ζεκεία. 

16.Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ ζπλαξηήζεωλ f(x)=2|x+2|+3 θαη          

aaag(x) = 3|x-1|-1 

17.Nα βξείηε ην πιήζνο ηωλ ζεκείωλ ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο  f(x) = x3-3x θαη 

aaaηεο επζείαο  ε:y=-2 

 


