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 3.2  Βαζικέρ  Σπιγωνομεηπικέρ  Σαςηόηηηερ 

ΘΔΩΡΙΑ 

 Σπιγωνομεηπική ηαςηόηηηα 

    Κάζε ηζόηεηα πνπ πεξηέρεη ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο γωλίαο ή γωληώλ θαη ηζρύεη γηα   

aaaθάζε ηηκή πνπ νξίδνληαη νη ηξηγωλνκεηξηθνί αξηζκνί ηωλ γωληώλ, ιέγεηαη ηξηγωλνκεηξηθή  

aaaηαπηόηεηα. 

 Σπιγωνομεηπικέρ  Σαςηόηηηερ 

   εκ2 ω + ζπλ2 ω = 1       (1)                εθωζθω = 1         (4)     (ζπλωεκω ≠ 0)  

   εθω = 
ημω

συνω
 , ζπλω ≠

 0   (2)                 ζπλ2ω = 
1

1 + εθ2ω
    (5) 

   ζθω = 
ζπλω

εκω
 , εκω ≠

 0    (3)                εκ2ω = 
εθ2 ω

1+ εθ2ω
     (6) 

 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΕΙ - ΥΟΛΙΑ 

 Τν ζύκβνιν εκλx ζεκαίλεη (εκx)λ 

 Γηα  ηελ  απόδεημε  κηαο  ηξηγωλνκεηξηθήο  ηαπηόηεηαο,  αθνινπζνύκε  έλαλ  από  ηνπο   

Αgαθόινπζνπο ηξόπνπο: 

   i)  Αξρίδνπκε από ην κέινο πνπ έρεη πξάμεηο θαη θαηαιήγνπκε ζην άιιν κέινο. 

   ii) Με ηζνδπλακίεο θαηαιήγνπκε ζε ζρέζε πνπ ηζρύεη (είηε από δεδνκέλα  είηε πξνθαλήο  

       είηε από βαζηθέο γλώζεηο).   

   iii) Αξρίδνπκε ρωξηζηά ην θάζε κέινο θαη θαηαιήγνπκε ζηελ ίδηα παξάζηαζε. 

 Γηα ηελ εύξεζε ηξηγωλνκεηξηθώλ αξηζκώλ ρξεζηκνπνηνύκε ηε ζρέζε (1) αλ δίλεηαη ηo 

ggεκω ή ζπλω. Φξεζηκνπνηνύκε ηηο ζρέζεηο (4), (5), (6) αλ δίλεηαη ε ηηκή ηεο εθω ή ζθω. 

ΕΡΩΣΗΕΙ  ΚΑΣΑΝΟΗΗ 

1. Να επιλέξεηε ηη ζωζηή απάνηηζη: 

    i) Αλ π < ω < 
3π

2
  θαη  ζπλω = - 

 4

 5
 , ηόηε ε ηηκή ηνπ εκω είλαη: 

       α) - 
1

2
                β) - 

3

5
               γ)  

3

5
              δ) - 

1

5
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   ii) Αλ  
π

2
 < ω < π   θαη  εθω = - 5, ηόηε ε ηηκή ηεο ζθω είλαη: 

       α) 5                   β) 
1

5
                 γ) - 

1

5
              δ)  - 5 

   iii) Aλ ε ηηκή ηνπ εκω∙ζπλω είλαη - 
1

4
, ηόηε ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο (εκω - ζπλω)2 είλαη: 

        α) 
3

2
                   β) 

3

4
                 γ) 1                   δ)  

5

4
 

   iv) Αλ  εθω = -2 2  θαη  
3π

2
 < ω < 2π, ηόηε ε ηηκή ηνπ ζπλω είλαη: 

        α) 
1

9
                   β) - 

1

3
               γ) 

1

3
                δ)  

1

8
 

   v) Aλ  ζθω =  
1

2
  θαη  0 < ω < 

π

2
 , ηόηε ε ηηκή ηνπ εκω είλαη: 

        α) 
1

5
                   β) 

2

5
                  γ) 

2 5

5
             δ)  

 2

 2
 

   vi) Αλ γηα ην ζεκείν Μ (x,y) ηνπ επίπεδνπ ηζρύεη  x = 4ζπλω, y = 4εκω, ηόηε ην ζεκείν  

        Μ βξίζθεηαη πάλω ζε: 

        α) θύθιν               β) παξαβνιή        γ) ππεξβνιή       δ) επζεία  

   vii) Aλ γηα ην ζεκείν Μ (x,y) ηνπ επίπεδνπ ηζρύεη x = 5ζπλω, y= 5εκω, ηόηε ην ζεκείν          

αααααΜ βξίζθεηαη ζηε γξακκή κε εμίζωζε: 

         α) xy = 25           β) x2 + y2 = 5      γ) y2 = 5x           δ)  x2 + y2 = 25  

 

2.  Να σαπακηηπίζεηε ηιρ παπακάηω πποηάζειρ με ωζηό () ή Λάθορ (Λ) 

i)   Υπάξρεη γωλία ω, γηα ηελ νπνία λα ηζρύεη: εκω = 
1

3
, ζπλω = 

2

3
 Σ  Λ  

ii)  Υπάξρεη γωλία ω, γηα ηελ νπνία: εκω + ζπλω = 2.   Σ  Λ  

iii)  Αλ θ ∈ ℝ (θ≠1), ηόηε ππάξρεη γωλία ω ώζηε: εθω =  
1

κ−1
 θαη ζθω = θ-1.       Σ  Λ  

iv)  Υπάξρεη γωλία ω κε 0 ≤ ω <2π, ώζηε: εκω = -1 θαη ζπλω = 1. Σ  Λ  

v)  Υπάξρεη γωλία ω κε 0 ≤ ω < 2π, ώζηε: εκω = - 
3

5
 θαη ζπλω = - 

4

5
. Σ  Λ  

vi)  Ιζρύεη: ζπλ1 =  1 − εκ21                                                                                 Σ  Λ  
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vii)  Ιζρύεη:  εκ2ζθ2 = ζπλ2 Σ  Λ  

viii) H ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
1 −  ημ 2x

1 −  ημ x
   ηζνύηαη κε 1 + εκx  γηα θάζε x ∈ ℝ.          Σ  Λ  

 

ix)   Γηα θάζε γωλία ω ηζρύεη:   (ημω − 1)2 = 1 - εκω. Σ  Λ  

x)   Aλ x = ζπλω, y =
 εκω, ηόηε ην ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη ζην θύθιν κε 

a
aααθέληξν Ο(0,0) θαη αθηίλα 1.                                                                                 

Σ  Λ  

xi)  Γηα θάζε γωλία x ηζρύεη: ζθxεκx = ζπλx. Σ  Λ  

xii)  Ιζρύεη: ζπλ 
5π

6
 =  1 − εκ2 5π

6
 . Σ  Λ  

 

ΑΚΗΕΙ   ΑΝΑΠΣΤΞΗ 

Α  ομάδα 

3. Αλ π < x < 
3π

 2
  θαη (3ζπλx+2)(2ζπλx - 1) = 0  

    α) Να δείμεηε όηη: ζπλx = - 
2

3
 . 

    β)  Να βξείηε ηνπο άιινπο ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηεο γωλίαο  x. 

4. Αλ ζθx = - 2 θαη  
π

2
 < x < π, λα βξείηε ηνπο άιινπο ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηεο 

αγγγωλίαο x. 

5. Αλ εθx = 
1

3
 θαη π < x < 

3π

 2
 , λα βξείηε ηνπο άιινπο ηξηγωλνκεηξηθνύο αξηζκνύο ηεο 

αγγγωλίαο  x. 

6. Αλ εθx = - 3, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο  Α = 
4εκx  + 5ζπλx

6εκx − ζπλx
 

7. Να απνδείμεηε όηη ην ζεκείν Μ (x,y) ηνπ επίπεδνπ κε x = 5ζπλω, y = 5εκω αλήθεη ζε 

αππθύθιν θέληξνπ Ο(0,0) θαη αθηίλαο  5. 

8. Να δείμεηε όηη ην ζεκείν Μ(x,y) ηνπ επηπέδνπ κε x =
 2 + 4ζπλω θαη  y = 3 + 4εκω 

αηηαλήθεη ζε θύθιν θέληξνπ Κ(2,3) θαη αθηίλαο  4. 

9. Αλ εκx + ζπλx = 
1

4
 , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο Α = 

5

1 + 4εκxζπλx
 .  
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10. Αλ 2ζπλ2x - ζπλx - 1 = 0 θαη  
π

2
 < x < π, λα βξείηε ηηο ηηκέο ηωλ εκx, εθx. 

11. Γίλεηαη:  
εθ2x

1 + εθ2x

  +  
2εκ2x = 1 θαη  π < x < 

3π

2
, λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ εκx. 

12. Γίλεηαη: - 6ζπλ2x + 7εκx + 1 = 0 θαη  
π

2
 < x < π, λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ εκx θαη ζπλx. 

13. Αλ εκx + ζπλx =  3, λα βξείηε ηηο ηηκέο ηωλ παξαζηάζεωλ: 

      α) εκx∙ζπλx         β) εθx + ζθx          γ) εκ3x + ζπλ3x 

14. Αλ 2εκx + 3ζπλx = 2 θαη 0 ≤ x < 2π, λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ εκx. 

15.  Να  απνδείμεηε  όηη  ε  παξάζηαζε  Α = εκ4x + ζπλ4x + 2ζπλ2xεκ2x + 10  είλαη 

αααααλεμάξηεηε ηνπ x. 

16. Να απνδείμεηε γηα θάζε x ∈ ℝ ηζρύεη:  (εκx + ζπλx)2 < 3. 

17. Αλ εθx = -  2  θαη  
π

2
 < x < π, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: Α = 

3ζθx + εκx

5 − ζπλx
 

18. Να δείμεηε όηη:  εκ4x + 2ζπλ2x  ≥ 1. 

19. Να δείμεηε  όηη:  εθ2x + ζθ2x = 
1

εκ2x ζπλ2x
  -  2. 

20. Αλ  0 < x <  
π

2
 , λα δείμεηε όηη: εθx + 4ζθx ≥ 4. 

21. Γίλεηαη:  4ζθ2x = 5ζθx θαη π < x < 
3π

2  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο εθx. 

22. Γίλεηαη:  9εκ2x + 6ζπλ2x = 8 θαη 0 < x <  
π

2

 
, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο εθx. 

23. Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ θ  αλ εθω =  
θ

θ2+1
  θαη  ζθω = θ + 2. 

24. Αλ  0 < x < 
π

2 , λα δείμεηε όηη:  εκx + ζπλx > 1. 

25. Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  x2 + (ζπλζ)x + 1 = 0, κε  0 ≤ ζ < 2π  δελ έρεη πξαγκαηηθέο 

θθθξίδεο. 

26. Να δείμεηε όηη ε παξάζηαζε  Α = ζπλ2ω + 5ζπλω + 6  είλαη ζεηηθή γηα θάζε γωλία ω. 
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27. Γίλεηαη ε εμίζωζε x2 + (εκζ)x + ζπλ2ζ - 1 = 0, κε 0 < ζ < 
π

2
 . Να δείμεηε όηη έρεη δύν 

ααααπξαγκαηηθέο ιύζεηο άληζεο.  

 
28. Να δείμεηε όηη: 

      α)  
1

εκx
 + 2ζπλx = (1 + ζθx)2εκx 

     β)  (2εκx - ζπλx)2 = 3εκ2x - 4εκxζπλx + 1 

     γ)  
ζθx − 2

ζθx + 2
  =  

1 − 2εθx

1 + 2εθx
  

      δ)  
ζπλx

1 + εκx

 
 + 

1

ζθx

  
=  

1

ζπλx
 

29.  Να δείμεηε όηη:  

       α) εθ2x - ζθ2x = 
1

ζπλ2x
 -  

1

εκ2x
  

       β) 1 - εθ2x + εθ4x = ζπλ2x (1 + εθ6x) 

 

Β  ομάδα 

30.  Να δείμεηε όηη: 

        
2 −  εθα

2 + ζθα
 

2
=  

2ζπλα − εκα

2εκα + ζπλα
 

2
εθ2α 

31.  Να δείμεηε όηη: 

       
ζθx + 1

εκx
 + 

 εθx + 1

ζπλx
 = 

1

εκxζπλx
 

1 1
 + 

συνx ημx

 
 
 

 

32.  Να δείμεηε όηη: 

        α)  εκ4x + εκ2xζπλ2x - εθ2x = - εθ2xεκ2x 

       β)  
1 +  εκx ζπλx 

ζπλ3x − εκ3  x
  =  

1

ζπλx − εκx
 

      γ)   1 + 
ζπλ2x

 εκx−1
 = - εκx   

33.  Αλ εκ5x + ζπλ5x = 1, λα δείμεηε όηη:  εκx + ζπλx = 1 
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34.  Αλ 2ζπλx - 3εκx =  11, λα δείμεηε όηη: |3ζπλx + 2εκx| =  2 

35.  Να δείμεηε όηη ε παξάζηαζε Α = (3εκx + 5ζπλx)2 + (3ζπλx - 5εκx)2 είλαη αλεμάξηεηε  

z  
αεεηνπ x. 

36.  Να απνδείμεηε όηη: 

        α)  
1 −  σφ 2x + σφ 4x

1 −  εφ2x + εφ4x
 = ζθ4x 

       β)  
εθx  +  εκx

εθx  −  εκx
 = 

1 +  ζπλx

1 −  ζπλx
 

37.  Να πξνζδηνξίζεηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό θ, ( θ > 2),  αλ ηζρύεη: 

       εκx = 
 θ+2

  θ−2
   θαη  ζπλx = 

 θ−1

  θ−2
 

38.  Γίλεηαη ε εμίζωζε x2 + (2ζπλζ + 1)x + ζπλζ = 0 κε 0 < ζ < 2π. Να δείμεηε όηη: 

       α) Η παξαπάλω εμίζωζε έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

       β) Αλ x1, x2 είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο, ηόηε:  
 x1+ x2 

2

x1x2
 = 5ζπλζ + εθζεκζ + 4 

       γ) Αλ γηα ηηο x1, x2  ηζρύεη x1 + x2 = - 2, ηόηε λα δείμεηε όηη: x1∙x2 = 
1

2
 

 

39.  Να δείμεηε όηη: 

       α) 
ζπλω

1 −  εθω
  + 

εκω

1 −  ζθω
 = ζπλω + εκω           β) 

1 −  εκ4x  −  ζπλ4x

2εκ4x
  +  1 = 

1

εκ2x
  

       γ)  
ζπλx

1 −  εκx
  -  

ζπλx

1 + εκx
 = 2εθx                       δ) 

1  −  4εκ2x∙ζπλ2x

 εκx  +  ζπλx 2  + 2εκxζπλx = 1 

40.  Να δείμεηε όηη: 

       α) 2(εκ6x + ζπλ6x) + 1 = 3(εκ4x + ζπλ4x)   β) 
2ζπλ2x  − 1

1 − 2εκxζπλx
  -  ζπλx − εκx

ζπλx + εκx
 = 

4εθx

1 − εθ2x
 

       γ) 
1  +  2εκxζπλx

εκ2x  −  ζπλ2x
 = 

εθx  + 1

εθx − 1
                 δ) 

1  −  ζθ5x

1  −  εθ5x
 =  

1  −  ζθx
1  −  εθx

 
5
 

41.  Αλ εκx - ζπλx = 
1

3
, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  Α = εθ2x + ζθ2x 
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ΣΕΣ  1ο    

ΘΕΜΑ 1ο:   Α. Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε γωλία ω ηζρύεη:  εκ2ω + ζπλ2ω = 1. 

                  Β. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο παξαθάηω πξνηάζεηο κε Σωζηό (Σ) ή Λάζνο (Λ).    

   i)   Αλ π < ω < 2π, ηόηε εκω =  1 − συν2ω .                                  Σ  Λ  

   ii)  Ιζρύεη γηα θάζε γωλία ω:  εθ2ω∙ζθ2ω = 1                                                                     Σ  Λ  

   iii) Σε θάζε νξζνγώλην ηξίγωλν ΑΒΓ (Α =
 90ν) ηζρύεη:          

ααααεθΒεθΓ =1.     

Σ  Λ  

   iv) Υπάξρεη γωλία ω  κε εκω = 
6

10
   θαη  ζπλω = - 

8

10
.                 Σ  Λ  

 

ΘΕΜΑ 2ο:   Αλ ζθω = - 3 3  θαη  
3π

2
 < ω < 2π, λα βξείηε ηνπο άιινπο ηξηγωλνκεηξηθνύο    

zΣΓΣΣΣΣΣΣΣΣαξηζκνύο ηεο γωλίαο ω. 

 

ΣΕΣ  2ο    

ΘΕΜΑ 1ο:   Α. Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε γωλία ω κε ζπλω ≠ 0  ηζρύεη: 

ζπλ2ω = 
1

1+ εθ2ω
 

                  Β. Να ραξαθηεξίζεηε  ηηο παξαθάηω  πξνηάζεηο κε  Σωζηό (Σ) ή Λάζνο (Λ) 

    i)   Ιζρύεη: εκ2ω  -  
εφ2ω

1 + εφ2ω
= 0 Σ  Λ  

    ii)  Ιζρύεη: εθωζθω = εκ90ν  (ω ≠ θπ, ω ≠ θπ + 
π

2
 , θ ∈ ℤ) Σ  Λ  

    iii) Υπάξρεη γωλία ω, ώζηε: εκω = 2θ, ζπλω = 1 - θ, (θ > 0). Σ  Λ  

    iv) Αλ x = εθζ, y = ζθζ, ηόηε ην ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη ζε    

         ππεξβνιή. 

Σ  Λ  

                                                                                                              

ΘΕΜΑ 2ο:    Αλ ζθα∙εθβ = 2,  λα απνδείμεηε όηη: 

               
σφα   +  σφβ  

1  +  σφα  σφβ
 = 

3συνα  ημα

1  +  ημ 2α
.   


